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Re´sume´ :
Les me´thodes d’homoge´ne´isation en champs moyens ainsi que la me´thode des e´le´ments finis sont habituelle-
ment utilise´es pour de´crire le comportement e´lastique et plastique des agre´gats polycristallins. Dans ce
travail, nous avons choisi de mettre en oeuvre une me´thode d’homoge´ne´isation en champs complets
utilisant la technique des transforme´es de Fourier pour re´soudre de manie`re ite´rative l’e´quation de
Lippmann-Schwinger du proble`me he´te´roge`ne. Nous nous inte´ressons d’une part au roˆle de la texture
morphologique sur les re´ponses locale et effective et d’autre part a` la re´gularisation du crite`re de plasticite´
a` l’e´chelle des syste`mes de glissement (c.a`.d. la loi de Schmid). Diffe´rentes microstructures artificielles
ont e´te´ ge´ne´re´es a` l’aide d’un processus de mosa¨ıque de Vorono¨ı afin d’e´tudier la sensibilite´ de la re´ponse
a` l’e´chelle globale et a` l’e´chelle locale des agre´gats, en particulier l’effet des grains voisins sur la disper-
sion de la mesure des champs locaux. Dans un premier temps, cette e´tude a e´te´ mene´e sur un polycristal
ne pre´sentant pas de texture cristallographique avec un comportement local e´lastique line´aire anisotrope.
On montre une faible influence de la forme des grains sur la re´ponse du mate´riau.
Abstract :
Homgeneization estimates based on the self-consistent scheme are customarily used to describe the elas-
tic and plastic behavior of polycristalline aggregates.In this work, we chose to implement a full field
homogenization method using the technique of Fourier transforms to solve iteratively the equation of
Lippmann-Schwinger problem of heterogeneous. We focus on the one hand the role of the morphological
texture on local and effective responses and secondly on the regularised Schmid law on the scale of slip
systems. Different artificial microstructures were generated using a process Voronoi tessellation to study
the sensitivity of the response at both global and local scale, especially the effect of neighboring grains on
the dispersion measurement of local fields.Initially, this study has been conducted for a polycrystal with
no crystallographic texture with a local linear elastic anisotropic behavior. It shows a weak influence of
grain shape on the material response.
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1 Introduction
Les me´thodes d’homoge´ne´isation sont ge´ne´ralement utilise´es pour de´crire le comportement e´lasto-
plastique des agre´gats polycristallins et e´tudier notamment le de´but de la plasticite´ que l’on appelle
souvent microplasticite´. Ne´anmoins, les mode`les d’homoge´ne´isation base´s sur le sche´ma auto-cohe´rent
(a` partir de la re´solution du proble`me d’inclusion d’Eshelby), ge´ne´ralement utilise´s pour de´finir la con-
trainte d’e´coulement dans les polycristaux, ne de´livrent qu’un champ de contrainte moyen homoge`ne au
sein de chaque grain. L’usage de ces mode`les, qui n’utilisent donc que le premier moment de la distri-
bution des contraintes, me`nent en ge´ne´ral a` une surestimation de la contrainte d’e´coulement [3]. Afin
d’ame´liorer cette estimation auto-cohe´rente sur la contrainte d’e´coulement, nous proposons de prendre
en compte toute l’information statistique disponible sur les champs locaux et d’e´tudier le lien entre
l’anisotropie cristalline et la fluctuation de la mesure de ces champs. En effet, des travaux re´cents sur
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Figure 1 – Microstructure ge´ne´re´e par mosa¨ıque de Vorono¨ı : a` gauche distribution des germes suivant
un re´seau cubique simple et a` droite distribution poissonienne des germes.
Figure 2 – Microstructure ge´ne´re´e par mosa¨ıque de Vorono¨ı : a` gauche distribution des germes suivant
un re´seau cubique a` faces centre´es et a` droite distribution des germes suivant un re´seau cubique centre´.
l’influence de l’e´lasticite´ et de la plasticite´ cristalline sur la distribution des champs me´caniques a` la
surface des polycristaux,[8] et [9], mettent clairement en e´vidence l’influence de l’he´te´roge´ne´ite´ e´lastique
et notamment des fluctuations entre grains voisins sur la fluctuation des champs locaux. Cependant,
a` notre connaissance, peu d’e´tudes portent sur l’influence de la forme des grains constituant l’agre´gat
polycristallin sur la fluctuation des champs, et les travaux en cours ne prennent en compte, outre
la loi de comportement du monocristal (syste`mes de glissement et cissions critiques associe´es), que
l’arrangement spatial des grains et leurs orientations cristallographiques. La pre´sente e´tude propose
d’utiliser la me´thode  FFT en champs complets (developpe´e au laboratoire LSPM) afin d’estimer
plus pre´cisement les re´ponses globale et locale d’agre´gats polycristallins. Cette me´thode, base´e sur une
description comple`te de la microstructure, permet en effet d’acce´der a` la distribution des champs aussi
bien a` l’e´chelle locale qu’a l’e´chelle globale de l’agre´gat. Cet article sera consacre´ a` l’e´valuation de l’influ-
ence de diffe´rentes formes de grains ge´ne´re´es par un processus de Vorono¨ı sur la fluctuation des champs
locaux dans le cadre de l’e´lasto-plasticite´ anisotrope avec e´lasticite´ line´aire et plasticite´ inde´pendante
du temps.
2 Mode`le de ge´ne´ration des microstructures : processus de Vorono¨ı
Afin de tenir compte de la morphologie re´elle (en 3 dimensions) des grains constituant notre agre´gat,
nous avons utilise´ le processus de Vorono¨ı, qui permet d’obtenir plusieurs types de morphologies, selon la
re´partition des germes : ceux-ci peuvent eˆtre distribue´s soit suivant un re´seau re´gulier, soit de manie`re
ale´atoire (Figures 1 et 2). Dans ce travail, nous avons utilise´ 3 types de re´seaux re´guliers diffe´rents,
a` savoir un re´seau cubique simple, un re´seau cubique centre´ et un re´seau cubique a` faces centre´es.
Notons que ces re´seaux concernent la re´partition des germes a` partir desquels vont croˆıtre les grains de
fac¸on isotrope mais en aucun cas la structure cristalline de notre mate´riau qui sera dans tous les cas de
structure cfc. Les figures 1 et 2 repre´sentent les diffe´rentes types de microstructures obtenues, discre´tise´es
en 128 ∗ 128 ∗ 128 pixels, dans lesquelles chaque couleur repre´sente une orientation cristalline donne´e,
et chaque grain contient en moyenne 4200 pixels. Notons e´galement que la pe´riodicite´ est impose´e a`
ces diffe´rentes microstructures pour pouvoir utiliser la me´thode FFT, qui n’est utilisable que pour des
milieux pe´riodiques.
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3 Homoge´ne´isation nume´rique en e´lastoplasticite´ cristalline par FFT :
A partir de la description comple`te de la microstructure de polycristaux, plusieurs approches nume´riques
en champs complets peuvent eˆtre utilise´es pour calculer la re´ponse me´canique. La me´thode des e´le´ments
finis reste la plus utilise´e. Dans ce travail, nous proposons la me´thode initialement propose´e par [4], qui
est base´e sur la technique de la transforme´e de Fourier rapide pour re´soudre un proble`me local en ho-
moge´ne´isation sur une cellule de base pe´riodique. La re´ponse me´canique locale d’un milieu he´te´roge`ne
pe´riodique peut eˆtre calcule´e comme une inte´grale de convolution entre la fonction de Green du mi-
lieu line´aire de re´fe´rence et le domaine de l’he´te´roge´ne´ite´ re´elle appele´e vecteur de polarisation ; cette
inte´grale se re´duit a` un produit simple dans l’espace de Fourier. On peut noter que, par rapport aux
e´le´ments finis, cette me´thode ne ne´cessite aucun maillage (la microstructure re´elle d’un agre´gat peut
eˆtre prise directement dans le calcul) et est beaucoup plus efficace en temps de calcul. Voici a` pre´sent
une description de´taille´e de l’imple´mentation de la FFT dans le cadre de l’e´lastoplasticite´ :
Pour un incre´ment de de´formation donne´ : εn :
On calcul pour chaque point de la grille et sur chaque syste`me de glissement σn et ∆τkc :
1. la contrainte e´lastique σE = σn+1 + C : (εn − εn−1)
2. la cission re´solue de la contrainte : τk = µk : σE
3. Un test e´lastoplastique : (la loi de Schmid standard)
Si τk < τkcn−1
(a) Alors : σn = σE et ∆τk = 0.
(b) Sinon : σn = σE − C : ∆εP et ∆τk = ∑hks∗∆γs∗
4. avec ∆εP =
∑
µs∗∆γs∗ , et s∗ ∈ K∗ ( choisi parmi un groupe de syste`me de glissement poten-
tiellement actifs) et ∆γs∗ est donne´e par la condition de cohe´rence et qui peut eˆtre calcule´e de la
manie`re suivante :
(a) Etape 1 : On de´finit une matrice M par Mik∗ = µk∗, i ∈ [1, 6], k∗ ∈ K∗ avec µk∗ le tenseur
de Schmid de dimension (1× 6) pour le syste`me de glissement k∗
(b) Etape 2 : On ve´rifie l’inde´pendance line´aire entre les syste`mes de glissement choisis dans le
groupe K∗
Si
∥∥det (MT .M)∥∥ = 0 alors :
– On retire un syste`me de glissement au hasard parmi la liste active K∗
– On revient a` l’e´tape 1
(c) Etape 3 : La condition de cohe´rence est donne´e alors par : ∆γk∗ =
∑
Yk∗j∗µj∗ : C : (εn−εn−1)
avec Xk∗j∗ = hk∗j
∗ + µk∗ : C : µj∗ and [Y ] = [X]−1
4 Re´sultats et discusion :
4.1 Cas de l’e´lasticite´ : Influence de la microstructure sur la re´ponse
globale et locale au sein d’un agre´gat.
Afin de pre´voir les proprie´te´s effectives des diffe´rentes types de microstructures, nous avons calcule´ la
moyenne de diffe´rentes proprie´te´s sur un certain nombre de re´alisations [7]. D’une manie`re ge´ne´rale
et pour pouvoir attribuer a` un milieu he´te´roge`ne les proprie´te´s effectives d’un milieu continu et que
ce dernier respecte l’hypothe`se d’ergodicite´ expose´e dans les travaux de [6], il est ne´cessaire que la
moyenne stochastique d’une grandeur calcule´e en diffe´rents points ale´atoires d’un volume e´le´mentaire
repre´sentatif (VER) soit e´gale a` la moyenne de cette meˆme grandeur sur le volume total. Il a e´te´ montre´
dans le travail de [5] que les proprie´te´s apparentes calcule´es sur un VER ne pouvaient co¨ıncider avec les
proprie´te´s effectives d’un agre´gat que si le VER e´tait suffisamment grand. Pour pallier ce proble`me, ils
ont propose´ de calculer la re´ponse effective sur des volumes de taille interme´diaire mais en re´alisant un
grand nombre de calculs sur des re´alisations diffe´rentes de la meˆme microstructure du mate´riau ale´atoire
(la microstructure en termes de forme et taille de grains est fige´e, mais les orientations cristallines sont
distribue´es diffe´remment de fac¸on ale´atoire sur cette microstructure).
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Figure 3 – Evolution de l’erreur d’echantillonnage en fonction du nombre des re´alisations : a` gauche
l’erreur est calcule´e sur la contrainte e´quivalente du polycristal et a` droite sur l’e´cart type de la contrainte
e´quivalente au sein d’une orientation donne´e.
On remplace donc un gros calcul par plusieurs petits calculs. Dans ce travail, nous de´finissons le VER
comme le volume qui, a` partir d’une re´alisation N permet d’obtenir la proprie´te´ Z avec une erreur εt,
appele´e erreur d’e´chantillonnage.
A ce titre, nous avons conside´re´ 50 re´alisations e´quiprobables (tirage ale´atoire des orientations sur la
position des germes) pour les quatre microstructures e´tudie´es, ce qui fait au total 200 calculs diffe´rents.
Le mate´riau conside´re´ dans cette e´tude e´lasto-plastique est le cuivre, de structure cristalline cubique
a` faces centre´es, pre´sentant un degre´ d’anisotropie e´lastique relativement e´leve´, caracte´rise´ ici par le
parame`tre de Zener (a = 3.2). Nous avons ensuite analyse´ nos re´sultats aux e´chelles globale et locale des
agre´gats. La figure 3 repre´sente l’e´volution de l’erreur d’e´chantillonnage sur la contrainte e´quivalente
au sens de Von Mises en fonction du nombre de re´alisations conside´re´es. Cette contrainte est moyenne´e
sur toute la microstructure a` l’e´chelle globale et sur un grain (pris ale´atoirement) a` l’e´chelle locale. On
remarque que, dans les deux cas, l’erreur de´croˆıt quand le nombre de re´alisations augmente et qu’elle
est tre`s sensible a` la morphologie des grains pour de petits nombres de re´alisations. Il convient de noter
e´galement que, dans le cas de la microstructure ale´atoire, la taille des grains est variable d’un grain a`
l’autre, ce qui induit des variations des fractions volumiques des orientations cristallines d’une re´alisation
a` l’autre. La contrainte macroscopique de´pend alors fortement des ces variations, ce qui induit une plus
grande erreur d’e´chantillonage que dans le cas de structures re´gulie`res pour lesquelles la taille, la forme
et la fraction volumique de chaque grain est la meˆme d’une re´alisation a` l’autre.
La figure 3 montre e´galement que l’erreur obtenue a` l’e´chelle locale est 100 fois plus grande qu’a l’e´chelle
globale, ce qui est explicable par le fait que les grandeurs locales (e´cart type et moyenne au sein d’une
orientation) sont fortement influence´es par leurs entourages. On remarque e´galement que pour un grain,
toutes les courbes convergent vers une meˆme valeur de la contrainte moyenne pour de grands nombres de
re´alisation sauf pour le cas de la microstructure Vorono¨ı cubique simple en raison du plus petit nombre
d’interfaces (et donc d’une plus grande influence des grains voisins) dans ce type de microstructure.
4.2 Re´ponse effective en e´lastoplasticite´ et distribution des champs :
Nous nous inte´ressons maintenant a` la re´ponse effective en traction uniaxiale de diffe´rents types d’agre´gats.
Nous conside´rons dans cette e´tude que le cuivre ne se de´forme plastiquement que par glissement sur
les 12 syste`mes appartenant a` la famille octae´drique {111} < 110 >. Par ailleurs, le calcul pre´liminaire
pre´sente´ ici ne prend pas en compte d’e´crouissage. La figure 4 montre un exemple de la re´ponse en
traction uniaxiale de la microstructure de type Vorono¨ı ale´atoire ainsi que la distribution du champ
ε33 durant le re´gime plastique. On remarque l’apparition des bandes de glissement (+/-45) a` travers
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Figure 4 – A gauche , la re´ponse en traction uniaxiale de l’agre´gat de type Vorono¨ı ale´atoire : a` droite
la distribution du champ ε33 dans le re´gime plastique.
plusieurs grains, ce qui est en tre`s bon accord avec plusieurs observations expe´rimentales [2], et simula-
tions par e´le´ments finis[1].
5 Conclusions
Dans ce travail, nous avons e´tudie´, a` l’aide de la me´thode FFT d’homoge´ne´isation en champs complets,
la re´ponse effective e´lastique et plastique de diffe´rentes microstructures ge´ne´re´es par un processus de
Vorono¨ı en conside´rant diffe´rentes formes de grains. Cette e´tude mene´e dans un premier temps sur
un polycristal ne pre´sentant pas de texture cristallographique nous a montre´ que la forme des grains
avait une faible influence sur la re´ponse me´canique du mate´riau en e´lasticite´ anisotrope et e´galement
au tout de´but de la plasticite´. Nous poursuivons cette e´tude en l’e´tendant a` l’e´tude de la plasticite´
avec e´crouissage, en e´tudiant notamment diffe´rentes lois monocristallines (surface de plasticite´ et loi
d’e´crouissage).
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